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完全图上结构异常的搜索算法
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摘要：采用量子计算思维探索新的图结构搜索方法，提出了一种基于散射量子行走的完全图上

结构异常的搜索算法．在Ｎ个顶点的完全图上外接一个悬挂点，既破坏了完全图的对称性，也预
示着图的拓扑结构将发生变化．首先给出完全图上散射量子行走酉算子 Ｕ的解析刻画，将行走
的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间投影到低维不变子空间Ｓ，并给出酉算子Ｕ在空间Ｓ中的作用ＵＳ的形式；然后将
完全图中所有状态的均匀叠加态选择为行走的初态，借用微扰理论求出酉算子 ＵＳ的本征值和
特征向量，通过数学解析计算出行走的终态（悬挂点）；最后分析算法的时间复杂度和成功概率．
算法分析及Ｍａｔｌａｂ仿真结果表明，利用散射量子行走可以在 Ｏ（槡Ｎ）步内以接近于１的概率找
到异常位置，而经典算法中使用邻接矩阵查找该异常点的时间复杂度为Ｏ（Ｎ），因此相对特定问
题和特定的经典算法，使用散射量子行走搜索算法可以实现二次加速．
关键词：散射量子行走；完全图；结构异常；不变子空间；微扰理论
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　　搜索问题是计算机科学理论与应用技术领域
的重要命题，大数据时代更是如此．ＡｌｐｈａＧｏ算法
很好地诠释了随机概念在大数据搜索中的重要性．
根据ＡｌｐｈａＧｏ搜索策略核心技术的进化历程可
知，即便只从对弈的当前盘面出发去搜索博弈树的

枝干，也会在有限步内很快耗尽所有计算资源．
ＡｌｐｈａＧｏ算法采取蒙特卡罗树搜索代替穷举搜索，
即多次随机选取部分枝干进行搜索，通过计算这些

搜索结果的平均值，帮助程序选出最佳走法．这种
随机搜索与结果获取的思维，与量子搜索算法［１４］

的思维几乎一样，随机选取部分枝干进行搜索的思

想方法在算法实践的解析中随处可见，其物理上的

行为可称为随机行走．上述随机行走是经典的随机
行走．基于量子力学理论的随机行走称为量子行
走［５］．量子行走理论可看成是经典随机行走在量
子系统中的自然推广．１９９３年 Ａｈａｒｏｎｏｖ等［６］首次

提出量子行走的概念．２００３年 Ｓｈｅｎｖｉ等［７］提出了

第１个基于硬币量子行走的搜索算法（ＳＫＷ 算
法）．２００９～２０１０年，Ｃｈｉｌｄｓ［８］和Ｌｏｖｅｔｔ等［９］分别证

明了连续量子行走算法和离散量子行走算法可以

被看作通用量子计算原型，即任意量子算法都可以

被构建为基于量子行走的算法形式．
量子行走算法包括离散时间量子行走算

法［１０１１］和连续时间量子行走算法［１２］，前者又包含

了硬币量子行走算法［１３］和散射量子行走算法［１４］．
硬币量子行走算法需要一个硬币辅助空间，主要研

究在图顶点上的行走；散射量子行走算法主要考察

在图边上的行走，不需要辅助空间，每一步行走都

在图的顶点处发生散射．硬币量子行走与散射量子
行走是酉等价的［１５］．２０１５年刘艳梅等［１６］提出了一

种基于星图的散射量子行走搜索算法，并证明了星

图上硬币量子行走与散射量子行走的酉等价关系．
量子随机行走理论研究初期的热点主要集中

在问题的数学建模、概率分布与发散速度、行走的

图形拓扑结构等问题上，某些特定问题的理论研究

结果指出，行走到达目标的时间较经典随机行走有

着指数级加速［１７１８］．随着研究的深入，研究者发现
量子随机行走异于经典随机行走的一些性质，并逐

步被物理实验验证［１２，１９２０］．随着认知的深入，２００７
年ＡＣＭ相关会议上就已提出应将量子计算及其
相关理论引入计算机软件理论的实践中．实际上量
子随机行走在各种问题的解决方案都有着杰出的

理论应用，例如使用量子随机行走解决元素独立性

问题［２１］、子集查找问题［２２］，甚至在密码攻击［２３］上

也有重要的应用．

量子随机行走搜索算法［２４２６］是量子随机行走

的一个重要应用，目前已有较多关于散射量子行走

及其相关搜索算法的研究．文献［２７ ３１］研究了
使用散射量子行走算法搜索星图上的结构异常，并

给出一般性结论．本文将散射量子行走的计算思维
嵌入到完全图结构异常的经典搜索算法中，通过数

学解析和Ｍａｔｌａｂ程序仿真，探索经典算法融入量
子计算思维的可能性．仿真结果中算法随时间延伸
呈现周期性变化的特点完全符合量子计算的特征，

说明主导该算法行为的内核包含了量子计算元素．
最后，通过与采用邻接矩阵表示法的经典算法进行

比较，说明本文算法可获得二次加速．

１　散射量子行走模型
物理现实中散射量子行走模型是描述微观粒

子行为的一种数学模型．用散射量子行走视角观察
粒子在图中的运动，视点在图的边上（即粒子在图

的边上运动）．该模型设每条边对应２个基态．例
如，顶点Ａ，Ｂ间存在一条边（Ａ，Ｂ），则此边对应的
２个基态分别为从Ａ到Ｂ的状态 Ａ，Ｂ〉和从 Ｂ到
Ａ的状态 Ｂ，Ａ〉，状态 Ａ，Ｂ〉， Ｂ，Ａ〉在量子计算
领域中代表２个正交态．量子态 Ａ，Ｂ〉指明了粒
子行走的起止点和方向．

在图Ｇ（Ｖ，Ｅ）中，令 Ｖ为顶点集合，Ｅ为边集
合，则图 Ｇ（Ｖ，Ｅ）中每个顶点 ｊ（ｊ∈Ｖ）存在如下２
个不同的子空间：

Ａｊ≡｛ ｊ，ｉ〉 ｉ∈Ｖ，（ｊ，ｉ）∈Ｅ｝ （１）
Ωｊ≡｛ ｉ，ｊ〉 ｉ∈Ｖ，（ｉ，ｊ）∈Ｅ｝ （２）

式中，Ａｊ，Ωｊ分别表示由以顶点ｊ为起点、终点的基
态张成的子空间，且 Ａｊ ＝ Ωｊ ．显然，如果 ｊ≠
ｌ，则Ａｊ∩Ａｌ＝，Ωｊ∩Ωｌ＝．

图上散射量子行走的行为可以看成是在图 Ｇ
中每个顶点ｊ处执行局部酉变换 Ｕｊ：Ωｊ→Ａｊ．针对
某一状态 ｉ，ｊ〉，行走过程在顶点ｊ处发生散射，即

Ｕ ｉ，ｊ〉＝－ｒｊ ｊ，ｉ〉＋ｔｊ∑
（ｊ，ｋ）∈Ｅ
ｋ≠ｉ

ｊ，ｋ〉 （３）

式中，ｒｊ和ｔｊ分别表示粒子从端点 ｉ出发、在顶点 ｊ
处的反射系数和透射系数．

假设完全图中包含 Ｎ个顶点，分别记为 １，
２，…，Ｎ，每个顶点均与其他 Ｎ－１个顶点相连，顶
点的度ｄ＝Ｎ－１．此完全图中共有 Ｎ（Ｎ－１）／２条
边，对应于Ｎ（Ｎ－１）个状态，则该完全图上散射量
子行走Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ的维度为Ｎ（Ｎ－１）．

完全图中散射量子行走酉算子的作用定义为

７６８第５期 陈汉武，等：完全图上结构异常的搜索算法
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Ｕ ｉ，ｊ〉＝－ｒｊ ｊ，ｉ〉＋ｔｊ∑
Ｎ

ｋ＝１
ｋ≠ｉ，ｋ≠ｊ

ｊ，ｋ〉 （４）

式中， ｒｊ
２＋（Ｎ－２） ｔｊ

２＝１，即满足在一个点
上散射加透射的概率分布完备性．当ｒｊ和ｔｊ选取

ｒｉ＝１－
２
ｄ＝
Ｎ－３
Ｎ－１

ｔｉ＝
２
ｄ＝

２
Ｎ

}
－１

（５）

时，此酉算子的作用等价于Ｇｒｏｖｅｒ均值反演算子：

２ ψ〉〈ψ －Ｉ＝

２
ｄ－１

２
ｄ …

２
ｄ

２
ｄ

２
ｄ－１ …

２
ｄ

  

２
ｄ

２
ｄ …

２
ｄ



















－１

式中， ψ〉＝１

槡ｄ
∑
ｄ－１

ｘ＝０
ｘ〉．由此可知，这种行走本

质上与Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法等价．

２　悬挂点异常
定义１（悬挂点）　度为１的顶点为悬挂点．
在完全图中加入一个悬挂点（即完全图中某

个异常顶点连接到一个悬挂点）时，完全图的对称

性被打破，需要针对异常顶点重新定义散射量子行

走酉算子．不失一般性，假设完全图中异常顶点１
上连接了一个悬挂点０，Ｎ＝５时完全图结构异常
如图１所示．

图１　Ｎ＝５时完全图的结构异常

由于异常顶点１连接了悬挂点０，顶点的度变
为Ｎ，则从顶点２，３，４，５向顶点１散射，顶点１的
反射系数和透射系数分别为

ｒ′＝Ｎ－２Ｎ

ｔ′＝２ }
Ｎ

（６）

式中， ｒ′２＋（Ｎ－１） ｔ′２＝１．
对于顶点０，１上发生的散射，利用Ｏｒａｃｌｅ查询

进行一次相位翻转，以标记目标顶点．Ｏｒａｃｌｅ是能
够在单位时间内识别特定问题满足条件的解的布

尔函数，搜索算法通常以 Ｏｒａｃｌｅ的调用次数衡量
算法时间复杂度．酉算子在顶点０和１上的作用为

Ｕ １，０〉＝ｅｉπ ０，１〉 （７）

Ｕ ０，１〉＝ｅｉπ －ｒ′１，０〉＋ｔ′∑
Ｎ

ｊ＝２
１，ｊ( )〉 ＝

　　　　ｒ′１，０〉－ｔ′∑
Ｎ

ｊ＝２
１，ｊ〉

（８）

Ｕ ｊ，１〉ｊ≠０ ＝ｅ
ｉ (π －ｒ′１，ｊ〉＋ｔ′１，０〉＋

　ｔ′∑
Ｎ

ｋ＝２
ｋ≠ｊ

１，ｋ )〉 ＝ｒ′１，ｊ〉－ｔ′１，０〉－

　ｔ′∑
Ｎ

ｋ＝２
１，ｋ〉

（９）
对于正常顶点２，３，…，Ｎ，顶点的度并未改变，

反射系数和透射系数根据式（５）取值．使用散射量
子行走搜索结构异常的算法的基本步骤如下：

① 初始化行走初态为均匀叠加态，即

ψｉｎｉｔ〉＝
１

Ｎ（Ｎ－１槡 ）
∑
Ｎ

ｊ＝１
∑
Ｎ

ｋ＝１
ｋ≠ｊ

ｊ，ｋ〉 （１０）

② 反复执行行走酉算子Ｕ，重复ｎ次；
③ 得到系统最终状态为

ψｆｉｎａｌ〉＝Ｕ
ｎ ψｉｎｉｔ〉 （１１）

可见，算法的初始状态为完全图中所有状态的

均匀叠加态，不包含关于异常顶点的任何先验知

识，因此对所有顶点是等价的．迭代次数 ｎ的取值
应该使得终态 ψｆｉｎａｌ〉以最大概率测得异常顶点，
需要通过对酉算子Ｕ的具体分析得到．

３　算法中模型的代数推演与分析
对散射量子行走搜索算法的一般（通行）分析

模式［２８２９，３１］为：① 找出行走空间的低维不变子空
间；② 确定该子空间中酉算子 Ｕ的形式；③ 通过
求解Ｕ的特征值和特征向量，将行走初态用特征
向量表示；④ 计算在初态上重复执行 ｎ次 Ｕ算子
后的终态 ψｆｉｎａｌ〉；⑤ 分析算法的时间复杂度和搜
索成功的概率．

定义如下５个状态：０，１〉，１，０〉，

ψ１〉＝
１
Ｎ－槡 １
∑
Ｎ

ｊ＝２
１，ｊ〉 （１２）

ψ２〉＝
１
Ｎ－槡 １
∑
Ｎ

ｊ＝２
ｊ，１〉 （１３）
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　 ψ３〉＝
１

（Ｎ－１）（Ｎ－２槡 ）
∑
Ｎ

ｊ＝２
∑
Ｎ

ｋ＝２
ｋ≠ｊ

ｊ，ｋ〉（１４）

式中， ψ１〉为从异常顶点到正常顶点的所有状态
的均匀叠加态； ψ２〉为从正常顶点到异常顶点的
所有状态的均匀叠加态； ψ３〉为从正常顶点到正
常顶点的所有状态的均匀叠加态（算法中已融入

量子信息元素）．
行走酉算子Ｕ对这５个状态的作用表示为

Ｕ ０，１〉＝ｒ′１，０〉－ｔ′∑
Ｎ

ｊ＝２
１，ｊ〉＝

ｒ′１，０〉－ｔ′ Ｎ－槡 １ ψ１〉 （１５）
Ｕ １，０〉＝－ ０，１〉 （１６）

Ｕ ψ１〉＝
１
Ｎ－槡 １
∑
Ｎ

ｊ＝２
Ｕ １，ｊ〉＝

　 １
Ｎ－槡 １
∑
Ｎ

ｊ＝２
－ｒｊ，１〉＋ｔ∑

Ｎ

ｋ＝２
ｋ≠ｊ

ｊ，ｋ( )〉 ＝

　 － ｒ
Ｎ－槡 １
∑
Ｎ

ｊ＝２
ｊ，１〉＋ ｔ

Ｎ－槡 １
∑
Ｎ

ｊ＝２
∑
Ｎ

ｋ＝２
ｋ≠ｊ

ｊ，ｋ〉＝

　 －ｒψ２〉＋ｔ Ｎ－槡 ２ ψ３〉 （１７）

Ｕ ψ２〉＝
１
Ｎ－槡 １
∑
Ｎ

ｊ＝２
Ｕ ｊ，１〉＝

１
Ｎ－槡 １
∑
Ｎ

ｊ＝２
ｒ′１，ｊ〉－ｔ′１，０〉－ｔ′∑

Ｎ

ｋ＝２
ｋ≠ｊ

１，ｋ( )〉 ＝

　　ｒ′ψ１〉－ｔ′ Ｎ槡 －１ １，０〉－（Ｎ－２）ｔ′ψ１〉＝

　　－ｔ′ Ｎ槡 －１ １，０〉－ｒ′ψ１〉 （１８）

Ｕ ψ３〉＝
１

（Ｎ－１）（Ｎ－２槡 ）
∑
Ｎ

ｊ＝２
∑
Ｎ

ｋ＝２
ｋ≠ｊ

Ｕ ｊ，ｋ〉＝

　 １
（Ｎ－１）（Ｎ－２槡 ）

－∑
Ｎ

ｊ＝２
∑
Ｎ

ｋ＝２
ｋ≠ｊ

ｋ，ｊ〉( ＋

　（Ｎ－２）ｔ∑
Ｎ

ｋ＝２
ｋ，１〉＋∑

Ｎ

ｋ＝２
∑
Ｎ

ｌ＝２
ｌ≠ｋ

ｋ，ｌ( ) )〉 ＝

　－ ψ３〉＋ｔ Ｎ槡 －２ ψ２〉＋（Ｎ－２）ｔψ３〉＝

　 ｔ Ｎ槡 －２ ψ２〉＋ｒψ３〉 （１９）

　　定义２（不变子空间［１９］）　若 Ｔ表示线性空间
Ｖ的线性变换，Ｖ１表示Ｖ的子空间，且对于任意一
个ｘ∈Ｖ１，都有 Ｔｘ∈Ｖ１，则称 Ｖ１为 Ｔ的不变
子空间．

由前面的演算结果可见，｛ ０，１〉， １，０〉，

ψ１〉， ψ２〉， ψ３〉｝张成的空间 Ｓ为酉算子 Ｕ作
用下的不变子空间．如果行走的初始状态 ψｉｎｉｔ〉在
Ｓ中，则整个行走过程都在 Ｓ中．鉴于完全图的高
度对称性，为方便分析算法，将 Ｎ（Ｎ－１）维的 Ｈｉｌ
ｂｅｒｔ空间投影到５维Ｈｉｌｂｅｒｔ空间．按照Ｓ中基的定
义顺序，酉算子Ｕ在Ｓ中的作用ＵＳ表示为

ＵＳ＝

０ －１ ０ ０ ０

ｒ′ ０ ０ －ｔ′ Ｎ槡 －１ ０

－ｔ′ Ｎ槡 －１ ０ ０ －ｒ′ ０

０ ０ －ｒ ０ ｔ Ｎ槡 －２

０ ０ ｔ Ｎ槡 －２ ０

















ｒ

　　容易验证ＵＳＵ

Ｓ＝Ｉ，即算子满足酉性．如果行

走的初始状态为 ψｉｎｉｔ〉，则行走 ｎ步后的状态为
ＵｎＳ ψｉｎｉｔ〉．

ＵＳ的特征方程为

λ５－Ｎ－３Ｎ－１λ
４＋ ２Ｎ－４Ｎ（Ｎ－１）λ

３＋　　　　

　 ２Ｎ－４
Ｎ（Ｎ－１）λ

２－Ｎ－３Ｎ－１λ＋１＝０ （２０）

（λ＋１）λ４－２Ｎ－４Ｎ－１λ
３( ＋　　　　　　　　

　２（Ｎ＋１）（Ｎ－２）Ｎ（Ｎ－１） λ２－２Ｎ－４Ｎ－１λ )＋１ ＝０

（２１）

λ＝－１是方程的一个根，而式（２１）中的系数
与Ｎ有关，无法求出确定的解．为了求解其他根，
需要对其中的四阶多项式使用微扰理论．微扰理论
从一个相关简单问题的精确解入手，通过加入一个

微扰项到这个精确解上，寻找无法精确求解的复杂

问题的近似解．
令Ｎ→∞，四阶多项式近似为

λ４－２λ３＋２λ２－２λ＋１＝０ （２２）
即

（λ－１）２（λ２＋１）＝０ （２３）
其精确解分别为１，ｉ，－ｉ．取其中的二重根 λ０＝１
进行修正，令λ＝１＋Δ，并代入四阶多项式中，得
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Δ４＋２ＮＮ－１Δ
３＋２（Ｎ

２＋２Ｎ－２）
Ｎ（Ｎ－１） Δ２＋８ＮΔ＋

４
Ｎ＝０

（２４）
去掉其中的高阶项，求解二次方程，可得 Δ＝

±ｉ ２槡 ／Ｎ＋Ｏ（１／Ｎ），故酉算子ＵＳ的特征值为λ±＝

１±ｉ ２槡 ／Ｎ＋Ｏ（１／Ｎ），２个特征值对应的特征向量分
别为

ｖ＋〉＝
１

槡２
０　０　－ｉ

槡２
　 ｉ

槡２[ ]　１
Ｔ

＋Ｏ
１

槡
( )Ｎ
（２５）

ｖ－〉＝
１

槡２
０　０　 ｉ

槡２
　－ｉ

槡２[ ]　１
Ｔ

＋Ｏ
１

槡
( )Ｎ
（２６）

行走的初态为完全图中所有状态的均匀叠加

态，即

ψｉｎｉｔ〉＝
１

Ｎ（Ｎ－１槡 ）
∑
Ｎ

ｊ＝１
∑
Ｎ

ｋ＝１
ｋ≠ｊ

ｊ，ｋ〉

　 １
Ｎ（Ｎ－１槡 ）

Ｎ－槡 １ ψ１〉( ＋

　 Ｎ－槡 １ ψ２〉＋ （Ｎ－１）（Ｎ－２槡 ） ψ３ )〉

　 １

槡２
（ ｖ＋〉＋ ｖ－〉）＋Ｏ

１

槡
( )Ｎ （２７）

由于ｅｉθ＝ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ，当 θ→０时，ｅｉθ１＋ｉθ，

故令λ±＝１±ｉ２槡 ／Ｎ＋Ｏ（１／Ｎ）ｅ
±ｉθ，其中 θ

２槡 ／Ｎ．则行走ｎ步后，系统的状态
　 ψｆｉｎａｌ〉＝Ｕ

ｎ
Ｓ ψｉｎｉｔ〉

１

槡２
（λｎ＋ ｖ＋〉＋λ

ｎ
－ ｖ－〉）＋Ｏ

１

槡
( )Ｎ 

１

槡２
（ｅｉｎθ ｖ＋〉＋ｅ

－ｉｎθ ｖ－〉）＋Ｏ
１

槡
( )Ｎ ＝

１
２

０
０

－ｉ

槡２
（ｅｉｎθ－ｅ－ｉｎθ）

ｉ

槡２
（ｅｉｎθ－ｅ－ｉｎθ）

ｅｉｎθ＋ｅ－ｉｎ





















θ

＋Ｏ
１

槡
( )Ｎ ＝

１

槡２

０
０
ｓｉｎｎθ
－ｓｉｎｎθ

槡２ｃｏｓｎ















θ

＋Ｏ
１

槡
( )Ｎ （２８）

可见，当 ｎθ＝π／２时， ψｆｉｎａｌ〉中 ０，１〉， １，０〉，

ψ３〉对应的概率幅均接近于 ０，因此行走 ｎ＝

Ｏ（槡Ｎ）步后，粒子将以概率 １－Ｏ（１槡／Ｎ）处于

ψ１〉或 ψ２〉状态，即位于与异常顶点相连的边
上．由此可知，只需重复上述搜索过程有限次数，即
可确定异常顶点，故采用散射量子行走搜索该结构

异常所需的时间复杂度为Ｏ（槡Ｎ）．

４　仿真及分析

４１　Ｍａｔｌａｂ仿真
使用Ｍａｔｌａｂ程序模拟散射量子行走搜索过

程，利用（Ｎ＋１）×（Ｎ＋１）维矩阵记录粒子状态中
各基态的概率幅，以表示粒子当前状态．在行走过
程中，按照行走酉算子Ｕ的作用，根据前一步的状
态矩阵计算行走一步后新的概率幅矩阵，依此类

推．在每一步行走后，计算粒子处于 ψ１〉或 ψ２〉
状态，即位于与异常顶点相连的边上的概率．在顶
点个数Ｎ＝１００的完全图中，粒子位于异常顶点相
连的边上的概率与行走步数的关系如图２所示．

图２　Ｎ＝１００时搜索成功概率

由图２可知，行走１０步后，粒子位于与异常顶
点相连的边上的概率为０９６７８；行走１１步后，此

概率达到极大值０９８９４．即行走 Ｏ（槡Ｎ）步后，粒
子将以较大概率位于与异常顶点相连的边上，而且

此概率呈现周期性变化，周期长度约为２槡Ｎ．
图２中，Ｎ＝１００的完全图上行走１１步后进行

测量，搜索到的结果最好．在Ｎ＝４，９，１６，２５，…，４００
的完全图中重复实验，找出使成功概率达到极大值

所需的步数，该步数即为实验的最佳行走步数．完全
图顶点个数与最佳行走步数的关系见图３．

由图３可知，完全图顶点个数与最佳行走步数

的关系大致符合函数 ｙ＝槡ｘ．因此，为使粒子位于
与异常顶点相连的边上的概率达到极大值，最佳行
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图３　完全图顶点个数与最佳行走步数的关系

走步数为 Ｏ（槡Ｎ）．对于顶点个数为 Ｎ的完全图，

行走槡Ｎ步后进行测量，成功概率见表１．

表１　行走槡Ｎ步后测量的成功概率

Ｎ 行走步数 成功概率 Ｎ 行走步数 成功概率

４ ２ ０６２５０ １４４ １２ ０９７０３
９ ３ ０８１１５ １６９ １３ ０９６９３
１６ ４ ０９１７４ １９６ １４ ０９７１８
２５ ５ ０９２９９ ２２５ １５ ０９７０９
３６ ６ ０９５２６ ２５６ １６ ０９７２７
４９ ７ ０９５２７ ２８９ １７ ０９７１９
６４ ８ ０９６３２ ３２４ １８ ０９７３３
８１ ９ ０９６２１ ３６１ １９ ０９７２６
１００ １０ ０９６７８ ４００ ２０ ０９７３８
１２１ １１ ０９６６６

　　上述算法理论分析结果表明，行走槡Ｎ步后，粒

子将以概率１－Ｏ（１槡／Ｎ）位于与异常顶点相连的
边上，此概率随Ｎ增加而增大．分析表１中的数据
可得相同结论：当完全图顶点个数 Ｎ较小时，成功
概率与１差距较大；当完全图顶点个数 Ｎ较大时，

行走槡Ｎ步后进行测量，成功概率均大于９５％．
综上可知，使用散射量子行走搜索该异常结构

的时间复杂度为Ｏ（槡Ｎ）．
４２　经典算法分析

在经典算法中，通常采用邻接矩阵来表示图的

结构．以图１中 Ｎ＝５的完全图为例，其邻接矩阵
的表格示意图如表２所示．

表２　Ｎ＝５时完全图异常的邻接矩阵表格示意图

行号
列号

０ １ ２ ３ ４ ５
０ ０ １ ０ ０ ０ ０
１ １ ０ １ １ １ １
２ ０ １ ０ １ １ １
３ ０ １ １ ０ １ １
４ ０ １ １ １ ０ １
５ ０ １ １ １ １ ０

　　为找出异常顶点，仅需检测任意一顶点，扫描
邻接矩阵中该顶点对应的行，统计该行中出现０和
１的次数．结果存在如下３种情况：① １出现了１
次，表明此顶点只与１个顶点相连，则此顶点必然
是额外顶点，而与其相连的顶点必然是异常顶点．
②０出现了１次，表明此顶点与其他所有顶点都相
连，则此顶点必然是异常顶点．③０出现了２次，表
明此顶点是正常顶点．其中一次０表示该顶点与自
己不通，另一次则表示该顶点与悬挂点未连接，因

此可根据此次０对应的列找出悬挂点，然后扫描该
悬挂点对应的行即可找出异常顶点．

根据上述分析可知，在经典算法中，扫描邻接

矩阵中的任意一行，都可以在Ｏ（Ｎ）的时间复杂度
内找到异常顶点．

５　结语
在计算机程序设计领域，量子随机行走的理论

研究及其在搜索算法中的应用还在初期阶段．这类
算法的理论设计与数学解析必须服从量子力学演

算框架，需要一定的量子计算与矩阵分析的理论支

持，其中酉算子（刻画量子系统演化的酉矩阵）分

析是难点之一．基于量子计算刻画的任何图和结构
都可以简单地写出相应的初始状态、状态空间和酉

演化算子，但随着行走的进行，寻找有效的方法去

分析就越发困难．因此，目前的研究对象多数只局
限于特殊结构的图（包括完全图、完全二分图等高

度对称的图形），以便于分析和探索融入量子计算

思维的算法构造．
本文针对完全图中加入一个悬挂点时使用散

射量子行走搜索该结构异常的问题进行了研究．通
过构建酉算子，采用不变子空间及微扰理论的概念

完成了算法设计的理论与仿真的实践研究．数学解
析和仿真实验结果均可证明，关于此类问题的量子

算法的时间复杂度为Ｏ（槡Ｎ）．经典算法（使用邻接
矩阵案例）中解决此问题的时间复杂度为 Ｏ（Ｎ）．
因此，针对此问题的邻接矩阵经典算法，本文算法

可以实现二次加速．
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（１）：２１０ ２３９．ＤＯＩ：１０．１１３７／ｓ００９７５３９７０５４４７３１１．

［２３］ＣｈｉｌｄｓＡＭ，ＥｉｓｅｎｂｅｒｇＪＭ．Ｑｕａｎｔｕｍａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒ
ｓｕｂｓｅｔｆｉｎｄｉｎｇ［Ｊ］．ＱｕａｎｔｕｍＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ＆Ｃｏｍｐｕｔａ
ｔｉｏｎ，２００３，５（７）：５９３ ６０４．

［２４］ＷａｎｇＨ，ＭａＺ，ＭａＣ．Ａｎｅｆｆｉｃｉｅｎｔｑｕａｎｔｕｍｍｅｅｔｉｎ
ｔｈｅｍｉｄｄｌｅａｔｔａｃｋａｇａｉｎｓｔＮＴＲＵ２００５［Ｊ］．Ｃｈｉｎｅｓｅ
ＳｃｉｅｎｃｅＢｕｌｌｅｔｉｎ，２０１３，５８（２８）：３５１４ ３５１８．ＤＯＩ：
１０．１００７／ｓ１１４３４０１３６０２０ｙ．

［２５］ＬｅｅＪ，ＬｅｅＨＷ，ＨｉｌｌｅｒｙＭ．Ｓｅａｒｃｈｅｓｏｎｓｔａｒｇｒａｐｈｓ
ａｎｄｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｏｒａｃｌｅｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗ
Ａ，２０１１，８３（２）：０２２３１８．ＤＯＩ：ｈｔｔｐｓ：／／ｄｏｉ．ｏｒｇ／１０．
１１０３／ＰｈｙｓＲｅｖＡ．８３．０２２３１８．

［２６］Ｐｏｔｏ̌ｃｅｋＶ，ＧáｂｒｉｓＡ，ＫｉｓｓＴ，ｅｔａｌ．Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄｑｕａｎ
ｔｕｍｒａｎｄｏｍｗａｌｋｓｅａｒｃｈａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｏｎｔｈｅｈｙｐｅｒｃｕｂｅ
［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗＡ，２００９，７９（１）：０１２３２５．
ＤＯＩ：１０．１１０３／ｐｈｙｓｒｅｖａ．７９．０１２３２５．

［２７］ＲｅｉｔｚｎｅｒＤ，ＨｉｌｌｅｒｙＭ，ＦｅｌｄｍａｎＥ，ｅｔａｌ．Ｑｕａｎｔｕｍ
ｓｅａｒｃｈｅｓｏｎｈｉｇｈｌｙｓｙｍｍｅｔｒｉｃｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ｐｈｙｓｉｃａｌ
ＲｅｖｉｅｗＡ，２００９，７９（１）：０１２３２３．ＤＯＩ：１０．１１０３／
ｐｈｙｓｒｅｖａ．７９．０１２３２３．

［２８］ＦｅｌｄｍａｎＥ，ＨｉｌｌｅｒｙＭ，ＬｅｅＨＷ，ｅｔａｌ．Ｆｉｎｄｉｎｇｓｔｒｕｃ
ｔｕｒａｌａｎｏｍａｌｉｅｓｉｎｇｒａｐｈｓｂｙｍｅａｎｓｏｆｑｕａｎｔｕｍｗａｌｋｓ
［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗＡ，２０１０，８２（４）：８３ ７９．ＤＯＩ：
ｈｔｔｐｓ：／／ｄｏｉ．ｏｒｇ／１０．１１０３／ＰｈｙｓＲｅｖＡ．８２．０４０３０１．

［２９］ＨｉｌｌｅｒｙＭ，ＺｈｅｎｇＨ，ＦｅｌｄｍａｎＥ，ｅｔａｌ．Ｑｕａｎｔｕｍ
ｗａｌｋｓａｓａｐｒｏｂｅｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒａｌａｎｏｍａｌｉｅｓｉｎｇｒａｐｈｓ
［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗＡ，２０１２，８５（６）：０６２３２５．
ＤＯＩ：１０．１１０３／ｐｈｙｓｒｅｖａ．８５．０６２３２５．

［３０］ＣｏｔｔｒｅｌｌＳ，ＨｉｌｌｅｒｙＭ．Ｆｉｎｄｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒａｌａｎｏｍａｌｉｅｓｉｎ
ｓｔａｒｇｒａｐｈｓｕｓｉｎｇｑｕａｎｔｕｍｗａｌｋｓ［Ｊ］．ＰｈｙｓＲｅｖＬｅｔｔ，
２０１４，１１２（３）：０３０５０１．ＤＯＩ：１０．１１０３／ＰｈｙｓＲｅｖＬｅｔｔ．
１１２．０３０５０１．

［３１］薛希玲，李文骞，陈汉武，等．基于 Ｇｒｏｖｅｒ硬币算
子的量子行走在商图上的演化算子［Ｊ］．电子学报，
２０１６，４４（３）：５５５ ５５９．ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２
２１１２．２０１６．０３．００９．
ＸｕｅＸｉｌｉｎｇ，ＬｉＷｅｎｑｉａｎ，ＣｈｅｎＨａｎｗｕ，ｅｔａｌ．Ｔｈｅｅｖｏ
ｌｕｔｉｏｎａｒｙｏｐｅｒａｔｏｒｏｆｑｕａｎｔｕｍｗａｌｋｓｗｉｔｈＧｒｏｖｅｒｃｏｉｎ
ｏｎｑｕｏｔｉｅｎｔｇｒａｐｈ［Ｊ］．２０１６，４４（３）：５５５ ５５９．ＤＯＩ：
１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１６．０３．００９．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
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